
�������� ���	
درسه ���ی�ه��

���ب از ی� رت�
د�ای��� دو������ن �� �����ا� رد� در 
ا� ده��. ���� ی������ �� ر�#"!  
ه از د���ه� ای$ از ی� 
ه در

�ـ� 
ی$ه�ی&'( ��(ـ�. د)�ن* ز�ـ�ن �� ��یـ� 
ی$ه�'( ه'ـ�� اب+ �ـ� د/-�,�� .��,� ا(�ر� 0ن �� 
د�ای�،� ا���2د� &34,� ی�

ی�&ه��,�.�����
� 
ی$ه��'( ا�-، &5�* ( ����67ن

����	
� �	
����� و �	��ت� اول: د����

.
�* ی� �,,�&� 89/ را 
ی;�ی: ��ر�*  دو 0ی� �� ��,� $��3( *�ر+& 
ب< از ا���2د� ��

0وری�. -��� *�ر+& 
ب< از ا���2د� �� را (�)�4� �=�ب (�ی� ���?-ی�<,�>�3&(��


�@ در و �'�یAده�� ��� 
ا� ��(�؟ دا(�� ��,�C�D��ی  !" �� دارد و+د ا�)E5دn 
ه ازا� ��) nرأس �� &3�<�,> 0ی�

���وری�. F�5د رتG ای$

داد� �ـ�7- 
��هـ��!7 *6ف+Hـ- یـ� +Hـ- در رأسهـ� �� ���JE,�ـ� ،&3�< یـ�<,� رأسه�� د�4ـ���5 $�"
� �ـ�

(��ا��.

!�و � ورود� ��"#�"

3

1 1

1 3

3 1

cw

&#ش��	ب دوم: د����

.�)�� دا(�� را 
د;�'7 
ی$(��QuickHull Kری�ا5: 0ن در �� ������ را �!�9ه� از &�,�>

�&ده�. ���ن د* از را 
د;�'7 
ی$(�� و 
ی$�H� Incremental Kری�ا5: �H�0 در �� ������ را �!�9ه� <�,Aاز دو


Lـ� در �AEرا 
ه ��9!� ��ی�$)
ی$ و 
ی$(M�� ،N��
( ���?
� در ش�=�ب،� ی�"�$ 
ا�� �4�@ و K��!( Kری�ا5: در 
ا>


یK؟��&'�

�> ،��) 
�Pهـ یـ�*  رو� ا�,ـ��� 
���� ی� �9!� �� �� ر)&G در ش�=�ب� ی�"�$ 
ا�� Incremental Kری�ا5: در

ا�-؟ Mزم �
��R(


ا�� ان(&� ا5:ری�'&�� 
ی$�H� &���S�� ده�� ���ن ،�,)�� ��) داد� ش�=�ب� رو� �!�9ه�� ��T�Eته'�� 
ا�

<��-؟ داد �Uارا ش)� �!�9ه�� N�(
ش()� 
دن� ���ا

ز���ـ& &���S�� �Vارشده�ـ�. را 0ن رأسه�� )�3اد و ��,� �4��=� را 0ن رأسه�� ش�=�ب� ،&3�< ی�<,� $�"
� ��

.�)��O(n) ��ی� Kری�ا5:

١



!�و � ورود� ��"#�"

3

1 1

1 3

3 1

3

دو(�ن ���*+ �#م: د����

د؟)&� �>C�D��ی 
ون�� ���?�� دو��ن

��� دو (;Fه�) از �7ا�'X� (;F(ی� �> دو��ن د.)&� ا"!& (Double Wedge)��� دو F;) ی���ر�* ، دو��ن

د؟)&� د�'7

یـ� دارد /ـ
ار * ه� ایـ$ از ی;ـ& رو� ورود� ��9!� ی� �� K�,� 
ر�&� Kداری �T/ و (��ا�� داد� )�3اد�*  
ض�,��"

.��,� ���ن دو��ن ��=2G در را ����� ای$ .
�*

ای$ ده�� ���ن ،(a, b)��9!� ،y = ax+ b *دو��ن و �)�� ��)Zی
3( y = ax+ b * ،(a, b)��9!� دو��ن 
ا�

.
�* ی� �,�&� [2? �!�9ه� و ��$* ه� را N�(
( و ��Xورت را���9 Zی
3(


� دو ا�-: �9!� \,� ��T�Eت ورود� .
�* ی� ا(�
ا[دار�� Kه �� �H�0 0ی� �� 
ر�&�,��� ،C�D��ی ی���ر�* و $�"
� ��


@�ـ در ی�و �7د 
و+&* ��(,ـ�، دا(�� &/6( Kه �� دو 0ن 
ا� .-7�� 
��ه��!7 -H+ در C�Dرأس� ��^_� و ��ر�* 

ا�-. 
2G رتG ای$

!�و � ورود� ��"#�"

0 0

5 0

1 1

1 3

3 1

0

�,�رم: �روب+*�� د����

�� ������ د�'7 &9* �� ده�� �UاراO(n log n)&ز��� &���S�� �� ا5:ری�'& .��)&� داد� ��ر�* nورود� ان,7 ��

.�,�&� رد*
� ��ر�* ه� )�3اد 
ی$���� ��

�Vارش را �!�9ه�ی& �� ده�� �UاراO(n log n)&ز��� &���S�� �� ا5:ری�'& .��)&� داد� �9!� )�3اد� و C�D� )�3اد�

.�,���� &D�D� ه�` در �� �,�

0
/!.#ط� :12
& د����

)ـ�3اد 
ی$���� از �� �,� ���ا را &9* �� ده�� �UاراO(n٢)&ز��� &���S�� �� ا5:ری�'& .��)&� داد� �9!� n )�3اد ��

.�,�&� 47ر �!�9ه� ای$

٢



ایـ$ ه'�� از �� �,ـ� ���ا را &9* �ـ� ده�� �UاراO(n٢)&ز��� &���S�� �� ا5:ری�'& .��)&� داد� ��ر�*  n )�3اد ��

�&�bرد. ��ر�* ه�

ش� رو� اول ��9!� 0ی� �� �,�JE�� �� ده�� �UاراO(n)&ز��� &���S�� �� ا5:ری�'& .��)&� داد� �9!� n )�3اد ��

��=2G در �!�ط ��ی�,& ی� ��Mی& Envelope در اول ��9!� دو��ن �� ��,� 
ر�&� ��ی� ��ر ای$ 
ا�� دارد. 
ار/ �!�ط �=�ب

رو� اول ��9!� 
ا� .��)&� 
�Pه �!�9ه� �_^��T�Eت و د)&� 
وع) �!�9ه� )�3اد �� ورود� .
�* ی� دارد 
ار/ دو��ن

د.) 
�Pه ��ی� 
و+&* در 
2G �7د رتG ای$ 
�@ در ی�و �7د �)�� �!�ط ش�=�ب�

!�و � ورود� ��"#�"

4

2 1

0 2

2 0

4 2

0

ورو"#ی� "�#دار د����134:

.�)�� ی�رأسدا(�� �H,( �H�0 ورو�ی& دار'� �� �'�یAده�� را �9!� n از &�,�>

د.)&� F�;�( �H�0 از �� �)�� &D�D� از *�رج ،�9!� �� 0ن 
ا�� ورو�ی& رأس�'دار �� ��,�$��3( �9!� 
ا���� و>��3&

.�)�� دا(�� ی�ل n− ١ 0ن ورو�ی& دار'� ��?��ه�� از ی;& �� ��,� $��3( �9!� nا�
� &�,�>

.�)�� ��ی-ه� ش�=�ب� gV+ 0ن 
P�,�� ��ی- 
ا� �H,( و 
ا� ا�- ���=�ود ورو�ی& دار'� ی�و+� ده�� ���ن

Ω(nا�-. log n)&یورو� دار'� ��4��=� 
ا�� Kری�ا5: 
ی$�H� &���S�� �� ده�� ���ن

�Vدی�)
یـ$ �9!� 
هـ ازا� �ـ� ورود�، 7,ـان �� �9!� n$�"
� �� �� ده�� �UاراO(n log n)&ز��� &���S�� �� ا5:ری�'&

.�,�&� ���ا را 0ن �� �9!�

د5"� �	
����� ه*�1: د����

�&؟��/ 
�@ �_^دو��ر� و د) &���/ &���/ 
�@ -5�? از ی�5& دارد ا�;�ن 0ی� ،&���/ 
�@ ی�له�� 
دن� Flip Kری�ا5: در

.�)�� n− ١ &�Mد ��,�C�Dرأس��ی در+�� 0ن در �� ده�� ���ن را �9!� n-�3<و

�'�ی��. �4��=� را &�Mد ��,�C�D� ،��) 9
ح� �����ه�� از ی;& ورو�ی& دار'� رو� از

.��,� ��,�C�D� را ( در ( ش� <�Hر دو رأسه�� ا"Vای�&، Kری�ا5: از ا���2د� ��

�
رو�ی�دای رأ�& <�Hر ه�` ��) ( در ش)� <�Hر رأسه��دو 
ا�� را &�Mد��,�C�D� ا"Vای�&، Kری�ا5: از ا���2د� ��

.��,� �4��=� (�,)�4�

ه'�� 
��R( N+رأس� ی� 
دن� ا>�"� ،&�Mد ��,�C�D� -*�� ا"Vای�& Kری�ا5: در �� ده�� ���ن رأسرا n از &�5�?

د.) �C�Dه�

٣



��"���ری�6!.� ه3�1: د����

�ـ
م��� <�Hر و �� �,ـ\، N�(
( �� ��Mه� وزن 
ض�,��" .��,� ���ن را M�� �� �� &����5� ������ j�=G&9* �����
�

و �)�� �ـ
م��� دو و FH>&����5� -�"
P 
ض�,��" .�)�� وا?� �Gر�H> و دوی�- ،�T�)N�(
( �� �H�0 ارزش و �)��

.�)�� د+� Mزم )�3اد �� M�� 
ه از

Fــ��) 
���ــ�� �=�ودی-هــ�� �,�ـ�. ا+
ا f(x, y) = y− ٢x )��ـ8 و y و x 
���Rــ دو �ــ
ا� �ـ
ا� را Seidel Kری�ــا5:

k�9� /�ر و <�Hر 
Dا��? xk�9� /�ر �!�ار 
ض�,��" −٢y−ه��,�. x ≥ −l و y+ ٢x ≥ −l ،y− x ≥ −m

.�)�� \,� 
Dا��? y

��ز7ا� �#2�9 :1," د����

��Eـ�Tت �ـ� �!ـ�9 �ـ� ،�7�X'ـ ایـ$ �ـ� 
ی�.�:� 
Lـ� در را (n, ٣) و (m, ٢) ،(l, ١) ،(٣, ٣) ،(٢, n) ،(١, m)�9هـ��!�

��,�JE�� و ���;� �!�9ه� ای$ 
ا�� را ��3� ��ز�ا�دو �X��+-*در اول j9� ،^_� .��,� ا>�"� V�� 
دی: )�Tد"&

�ـ� ��,�JEـ�� ،�)�� ٣ ≤ y ≤ n و ١ ≤ x ≤ ٣ 
�ـ��Aز��� 
ا� رأسه��,ـ�. 
هـ ��7'X� gV+ �!�9ه�ی& �>

د.) ا��Xم رأسه�ی& �> 
ا�� ��ی� دوم ���?
� �X��+

��ط" �;�نی��� ده1: د����

�ـ� از�� F�9ـ��� ا�ـ-(>�8 ���*
> �'ـ& و ا�ـ- ��) ا>�"ـ� 0ن 
/ـ9 ی� �ـ� ���;� را &��9��� ذوز�!ـ�� ���!�

.���;� را V�� 0ن ذوز�!�� ���!� �X��+ داد�� ��*�'�ن .(�)�4� ��T�Eت ره��=�

.���;� را ���و�ا6p5ع C�D��ی �X��+ داد�� ��*�'�ن و ذوز�!� ���!�

.�)�� n ��) 9
ح� Kری�ا5: �� �+( �� X��+داد�� ��*�'�ن ار)�2ع �� ده�� ���ن را �H�0 از &4�(
( و ��ر�*  n )�3اد

.
�* ی� دارد 
ار/ �=�ب &3�< ی�<,� در �!�9ا� �,� 
ر�&� �� ده�� �UاراO(log n)&ز��� &���S�� �� ا5:ری�'&

را ی��!�9 ،&5�*��

�Aدای� 
ه ده�. ���� &5�*��
دای 
�Aه��� �� �� ده�� �Uارا ��را ا5:ری�'& ،�9!�n$�"
� ��

��ارد. 
� در را �
دی: ��9!� ه�` �� �)�� �9!� 0ن V�
� �� دای
�ا� �Vرگ)
ی$ ��ی� 0ن ���� و �,�&�JE��

��"���ری�6<�=> ی�زده1: د����


هـ و ��4ا ��9!� 
ه ازا� �� ده�� ���ن .�,)�� 8�< nدارا� ع'X� در ورود� ���!� ا�8� >�3&ه�� �,> 
ض�,��"

د.)&� F�;�( ��ر�*  n از 
Dا��? 
��� 
ی$(��(� ،�T!� ��9!�

ده�. رخ ا�-، ��) ���ن F4/ ������ در �� و>��3& 0ن در �� ���V� ��Dل 8�< n �� ��ا�'�

�ـ
اف .(����*
S� �'ـ& را >�3&هـ� �,> (ایـ$ �)�� �!ـ�9 دو و F�9��� دو ،C�D� ی� F��) �� 
ی��:� 
L� در را �!��ا�

.���;� �!�9ه� و >�3&ه� رأسه��<,� 
ا�� را دی� -����/

l


