
�������� ���	
درسه ���ی�ه��

��	��ت د�������م:

ارا�� ا
	�ری��� ���ـ
د، ���ا را (Extremal) �ـ
ز� ����ه�� �ـ� ا
	�ری��� در �ـ�ش���ب ����ه�� �
��ـ�  ��!� 
ا�"

ده��.

ده��. ا�$�م 
د��� ���ا ��شرا ی�له�� �� ا
	�ری��� 
ا�" را ��ر ه�� 

����هـ� ای  از &�د دو از �ـ� �*� ��ـ�ا را ��+ ،���� �ـ!�اد�  �,
- "ـ� �� ده�ـ� ز����O(n)ارا�� �-��/�� �" ا
	�ری���

دار��. 0
ار ای +1 ی2�34 در ����ه� 
�3ی و ��-5رد

�	�� �� و دو �ش��	ب� اول: د����

ده��. 63�� ی�789�4 �" ر�:، 
ه از

;وری�. 23�" +�ر>� 
ب= از ا�3?�د< �" را (�@�A� ��ب� @�ی� ��) �!7=�*B42یC�9�

�D�EFده��. +�ر>� 
ب= از ا�3?�د< �" را ��ر<+1 دو GH���

.�@�" دا@�� را 
دI7�& 
ی ��"QuickHull Jری��	
ا ;ن در �� ��"��" را ����ه� از �F*�B

��ده�. ��Fن +�د از را 
دI7�& 
ی ��" و 
ی �L" Incremental Jری��	
ا �L�; در �� ��"��" را ����ه� M*�Bاز دو


Nـ� در "MEرا 
ه ����� ��ی� �
ی  و 
ی �O�" ،���
� ��7C
� در ��ش���ب، ی�,�  
ا�" �A7P و J�9�� Jری��	
ا در 
اB


یJ؟�-���

�B ،���@ 
�Rهـ یـ1+4 رو� "��ا�*ـ� 
�F�" ی� ���� �3 �� �Sر�� در ��ش���ب ی�,�  
ا�" Incremental Jری��	
ا در

ا23؟ Oزم �
��T�

.���@ 
�Rه ��?S4ی رو� "��ا�*� 
�F�" ی� ���� �LBر 
ض�*��, ده��. 63�� ��!" �32
�C در VA0 W3ال �"


ا�" ����ان ا
	�ری����� 
ی �L" �-��/�� ده�� ��Fن ،�*@�" >�@ داد< ��ش���ب رو� ����ه�� ��Y�Eته��� 
ا-

29�B؟ داد ارا�� ��ش) ����ه�� ���
��ش(� 
دن� ���ا

�ط#$%
&' و دو(�ن ����� دوم: د����

ده��. 63�� ی�789�4 �" ر�:، 
ه از

.��FI" را ;ن دو-�ن ،����� Z7[�4ی 
ا�" ��@�د؟ �BZ7[�4ی V+دا ���C�� دو-�ن

�>�- دو @VIه�) از �$��&�ا� (ی� VI@ �B دو-�ن ��@�د. ا,�� (Double Wedge) �>�- دو VI@ ی��4ر<+1، دو-�ن

��@�د؟ &��د�

١



یـ� دارد 0ـ
ار +1ه� ایـ  از یIـ� رو� ورود� ����� ی4 �� J�*� 
ر�3" Jداری �Y0 و @�<ا�� داد< �!�اد�+1 
ض�*��,

.��*� "��ن دو-�ن ���?S در را �789� ای  .
�+

�!�اد 
ی �F�" از �� �*� ���ا را ��+ �� ده�� ز����(n٢)Oارا�� �-��/�� �" ا
	�ری��� .���@�� داد< ���� n �!�اد �"

.�*��� &�Aر ����ه� ای 

ایـ  ه��� از �� �*ـ� ���ا را ��+ �ـ� ده�� ز����(n٢)Oارا�� �-��/�� �" ا
	�ری��� .���@�� داد< ��ر<+1 n �!�اد �"

��-5رد. ��ر<+1ه�

ای  ده�� ��Fن ،(a, b)����� ،y = ax+ b1+دو-�ن و �@�" 
ی^@�<!� y = ax+ b1+ ،(a, b)����� دو-�ن 
ا-

.
�+ ی� �*��� _?C ����ه� و "� +1ه� را ���
� و �$�ورت را"��� 
ی^!�

�D�EFده� ����ه� ای  ی4از 
ه 
ا�" �� ده�� ز����O(n)ارا�� �-��/�� �" ا
	�ری��� .���@�� داد< ���� n �!�اد �"

.
�+ ی� دارد 0
ار �L�; ��ش���ب رو� ;ی� ��

ورو*�ی� �دار�* �م:� د����

ده��. 63�� ی�789�4 �" ر�:، 
ه از

.�@�" ی4رأسدا@�� �L*� �L�; ورو��ی� ���دار �� ���یMده�� را ���� n از �F*�B

��@�د. V�IF� �L�; از �� �@�" �[7[� از +�رج ،���� �3 ;ن 
ا�" ورو��ی� رأس���دار �� ��*� ��!� ���� 
ا��3" و=!���

.�@�" دا@�� ی�ل n− ١ ;ن ورو��ی� ���دار ����Cه�� از �Iی �� ��*�  ��!� ���� nا�
" �F*�B

����	�ـ  ده�� �Fـ�ن ��@�د. ایـ$�د �3د< -ـ
اف ی4 ورو��یـ� ���دار ���ـ��ود ی�ل 
هـ ��Lا�� رأسدر ی4 
دن� ا=�,� �"

@Mا23. 

اف�Cا�]- ای  رأسه�� در>��

.�@�" �3ی2ه� ��ش���ب de< ;ن 
R�*رأس�� 
ا- �L*� و 
ا- ا23 ��ود��� ورو��ی� ���دار ی4و>� ده�� ��Fن

Ω(nا23. log n)ورو��ی� ���دار ��A3��� 
ا�" Jری��	
ا 
ی �L" �-��/�� �� ده�� ��Fن

.�*��� ���ا را ;ن �" ���� �eدی4�
ی  ،���� 
ه ازا� �" �� ده�� O(nارا�� log n)ز���� �-��/�� �" ا
	�ری���

د+*� �	
�,-.� '/�رم: د����

�����0؟ 
�P fg3دو"�ر< و @�د �����0 �����0 
�P 2
�C از �
ی� دارد ا��Iن ;ی� ،�����0 
�P ی�له�� 
دن� Flip Jری��	
ا در

.�@�" n− ١ ��Oد ��*"Z7[ی4رأس� در>�� ;ن در �� ده�� ��Fن را ���� n2�!=و

���ی��. �A3��� را ��Oد ��*"Z7[� ،>�@ 
ح�� ��789ه�� از �Iی ورو��ی� ���دار رو� از

.��*� ��*"Z7[� را �� در �� -�ش �LBر دو رأسه�� ،�Fایe,ا Jری��	
ا از ا�3?�د< �"

>
دایـ ی4 رو� رأ�3 LBـ�ر iه� (�ـ� �� در �� -ـ�ش �LBر دو رأسه�� 
ا�" را ��Oد ���دار ،�Fایe,ا Jری��	
ا از ا�3?�د< �"

.��*� �A3��� (�*@�A�

ه��� 
��T� �ی4رأس��> 
دن� ا=�,� ،��Oد ��*"Z7[� 2+�3 �Fایe,ا Jری��	
ا در �� ده�� ��Fن را رأس n از ��
�C

@�د. �]Z7ه�

٢



*��ط ��0نی��� :12
� د����

"ـ� ��از� V���9ـ� G7=) ا3ـ2 >��+
B ��ـ� و ا3ـ2 >�@ ا=�,ـ� ;ن 
0ـ� ی4 �ـ� ��FI" را �7���9� ذوز��ـ�� ��F��

.��FI" را e�� ;ن ذوز���� ��F�� ��$�9< داد<� �3+���ن .(�@�A� ��Y�Eت ��ره���

.��FI" را ��9و�ا
lmع Z7[�4ی ��$�9< داد<� �3+���ن و ذوز��� ��F��

.�@�" n >�@ 
ح�� Jری��	
ا �" �<�� �" داد<�>�$�9 �3+���ن ار�?�ع �� ده�� ��Fن را �L�; از �A��
� و ��ر<+1 n �!�اد

.
�+ ی� دارد 0
ار ��ب� �!7= �*B4ی در ����ا� �*� 
ر�3" �� ده�� O(logارا�� n)ز���� �-��/�� �" ا
	�ری���

�]7]ـ� V+دا ���� ای  
ا- ،pV[� ورود� ����� ی4 ازا� �" .���@�� داد< دارد، ���� n4ی 
ه ��P �$��&��Rو دو

0
ارR��&��$� از ���� �3 از �[7[� در و �@�A� ا�  ����ا� 
ا- ا23. ا�  ،�@�" دا@�� 0
ار P ��&��$� از ���� �3 از

�*���DEF� را 
M3ی����4� 
ه ده�. 63�� 
M3ه�ی�� �" �� ده�� ارا�� ��رای� ا
	�ری��� ا23. ��ا�  ،�@�" دا@��

�D�EFده�. را ;ن "�دن ا�  �� ی� ا�  "�ی� Jری��	
ا و

را ی����4 ،�
�+�>

M3دای� 
ه ده�. 63�� �
�+�>
دای 
M3ه��� �" �� ده�� ارا�� ��را ا
	�ری��� ،����n �,
- �"

��ارد. 
" در را �
دی	 ����� iه� �� �@�" دای
<ا� "eرگ�
ی  "�ی� ;ن 63�� و �*���DEF�

��*���ری�#$�3 د����145:

���7-ـ
م �LBر و �3 ،oـ*� ���
� �" ��Oه� وزن 
ض�*��, .��*� "��ن را O�� �3 �" ��F��
�� ��789� p��S��+ �����
"

و �@�" ���7-ـ
م دو و VLB��F��
�� 2�,
R 
ض�*��, .�@�" �Cوا �Sر�LB و دوی29 ،�YF@���
� �" �L�; ارزش و �@�"

.�@�" ��>�د Oزم �!�اد �" O�� 
ه از

Vـ��ـ@ 
�ـ��ـ�" ��ودیـ2هـ��� �*ـ�ـ�. ا>
ا f(x, y) = y− ٢x Gـ"�� و y و x 
��ـ�Tـ دو "ـ
ا� "ـ
ا� را Seidel Jریـ�ـ�	
ا

q7�� �0ر و �LBر 
�Cا�] xq7�� �0ر ���ار 
ض�*��, −٢y−ه�9*�. x ≥ −r و y+ ٢x ≥ −r ،y− x ≥ −s

.�@�" o*� 
�Cا�] y

��*���ری67�8�3 ه��1: د����


هـ و ��Aا ����� 
ه ازا� �" ده�� ��Fن .�*@�" G7= nدارا� �$��ع در ورود� ��F�� Gا��� =7!�ه�� �*B 
ض�*��,

��@�د. V�IF� ��ر<+1 n از 
�Cا�] 
�9� 
ی �>���� ،�Y�� �����

ده�. رخ ا23، >�@ "��ن VA0 ��789� در �� و=!��� ;ن در �� ���e" �]�ل G7= n �" �����ا�

o(n٢)�-��/�� �" را �L�;  �" 
�9� 
ی �>���� nرأس، �" �3د< �!7= �*B4ی در ���� دو  �,
- �" �� ده�� ارا�� ا
	�ری���

.�*� ���ا

-ـ
اف .(����+
/" ��ـ� را =7!�هـ� �*B (ایـ  �@�" ��ـ�� دو و V���9� دو ،Z7[� ی4 V��@ �� 
ی��	" 
N� در را ���Fا�

.��FI" ����ه� و =7!�ه� �*Bرأسه�� 
ا�" را دی� 2�7"�0
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